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第三章  矩陣 

§3−1 線性方程組與矩陣 
把一群“數字”或代表數字的“文字”排成矩形的陣式  ( 兩旁加括號圍之，視為一

體  ) 就是所謂的矩陣。比如：   

      
⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤4 9 2

3 5 7
8 1 6

， ⎣
⎡

⎦
⎤1 2  0

3 7 13 ， ⎣
⎡

⎦
⎤1 2

3 4  

都是矩陣，其他像“對數表”，“時刻表”…也是常見的矩陣。  
  “矩陣”與“向量”都是處理自然科學現象而發展出的數學工具。 

現今光從“資料的列表整理、分析”這個面向來看，矩陣也能與社會科學做緊

密的結合，其應用越來越寬廣。本章將會學到矩陣的一些應用：  
 1. 應用矩陣解線性方程組。  
 2. 應用矩陣的運算，解決商業上的一些問題。  
 3. “二階方陣”可看成平面上的線性變換。  
 
解“線性方程組”是代數學的基本課題，也是高中生應具備的基本功。許多“待

定係數法”的問題，就需要用到解“線性方程組”。例如 

(1) 試求通過三點  ( 2，1 )，( 5，10 )，(－3，4 ) 之圓方程式  
x2＋y2＋ax＋by＋c＝0。  ( 找出待定係數 a，b，c ) 

(2) 在高一課程學過插值多項式，我們也可以用“待定係數法”求一個二次函

數 f (x)＝ax2＋bx＋c，使得 f (2)＝1，f (5)＝10，f (－3 )＝4。  
  在第二章中，剛學過解“三元線性方程組”，所用的方法就是消去法  ( 代入

消去法，加減消去法  )。本節在“消去法”的根基上再引介“多元線性方程組”

的系統解法 ─ 高斯消去法，從而引進矩陣的概念。並透過矩陣的“列運算”

求解“多元線性方程組”。 

 
(甲)矩陣的基本認識 
(1)矩陣的基本概念：  

M＝

⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

… … … …

am1 am2 … amn

  

 
 
 

← 第 1 列

← 第 2 列

…  
← 第 m 列

↑ 

第
n

行
… 

↑ 

第
2

行

↑ 

第
1

行  
M 中每一個元素 aij 的“足碼”是“雙足碼” 

(左碼「i」表“列數”，右碼「j」表“行數”)  
例如：  
a12 是位在第 1 列，第 2 行的元素，a21 是位在第 2 列，第 1 行的元素，  
aij 是位在第 i 列，第 j 行的元素，  
(2)矩陣的基本名詞：  
(a)元：矩陣中列出來的每個數稱為矩陣的元(element)。  
(b)列：同一水平線各元合稱此矩陣的一列(row)。  
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(c)行：同一鉛直線各元合稱此矩陣的一行(column)。  
(d)位於第 i 列，第 j 行的元稱為(i,j)元。  
(e)當一個矩陣 M 有 n 列 m 行時，我們稱 M 為 n×m 階的矩陣。  
(f)當一個矩陣 M 有 n 列 n 行時，我們稱 M 為 n 階方陣。  

例如：A=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

1513116
3245
0421

=[aij]3×4，A 是一個 3×4 階的矩陣，a21=5，a32=11。 

(3)矩陣的相等：  
設 A=[aij]m×n，B=[bij]p×q，若 m=p，n=q，且對於任意 i 與 j 恆有 aij=bij，  
則稱 A 和 B 相等，以 A=B 表示。  
 

(練習1) 已知矩陣 B=[bij]3×4，且每個元 bij=2i−j，求 B=？Ans：

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

2345
0123
2101

 

(練習2) 設方陣 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−−

dc
ba

39
12

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
193

561
ba

dc
，試求 a,b,c,d。  

Ans；a=2,b=3,c=4,d=5 

 
(乙)高斯消去法與矩陣的列運算  

 線性方程組  
數個  ( 至少 2 個  ) 方程式聯合在一起稱做方程組。聯立數個一次方程式，叫

做一次方程組又稱線性方程組，在第二章曾學過“三個變數”的一次聯立方程

式，簡稱“三元”線性方程組。如  
  ＜線性方程組＞  ＜幾何意涵＞  

(A) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

x－y＋z＝5
2x＋y－3z＝4。  兩平面的“交線”。  

(B) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

x＋2y＋z＝3
3x－y－2z＝1
2x＋5y－3z＝－10

。  三個平面的“交點”。  

(C) 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

x－2y＋z＝7
4x＋7y－2z＝－5
3x－5y＋3z＝20
x＋3y－z＝－4

。  四個平面的“交點”。  

其中方程組(A)，(C)方程式的個數與變數的個數不相等，當然無法直接引用  
克拉瑪公式。  
當方程組中方程式的個數很多時，應用“高斯消去法”就很簡便。  
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 高斯消去法  
(1)利用高斯消去法解線性方程組：  

以一次方程組
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=+−

−=−+

9923
8

232

zyx
zyx

zyx
為例來說明，  

(1°)為了計算方便起見，將 2x+3y−z=−2 與 x−y+z=8 兩式對調，  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=+−

−=−+

9923
8

232

zyx
zyx

zyx
 ⎯⎯⎯⎯ →⎯對調前面兩式 (L)：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
−=−+

=+−

)3......(9923
)2.....(232

)1.....(8

zyx
zyx

zyx
 

利用(1)式消去(2)式與(3)式中 x 項的係數：  

(L)：
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
−=−+

=+−

)3......(9923
)2.....(232

)1.....(8

zyx
zyx

zyx
  ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ +−×+−× )3(3)1(),2(2)1(  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+⋅
−=−+⋅

=+−

15120
18350

8

zyx
zyx

zyx
 

 
(2°)再將上述方程組中第二式與第三式對調，  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+⋅
−=−+⋅

=+−

15120
18350

8

zyx
zyx

zyx
 ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯對調第二式與第三式  (L/)：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+⋅
−=−+⋅

=+−

)3.....(18350
)2.....(15120

)1.....(8

/

/

/

zyx
zyx

zyx
 

在(L/)中除了第一式外，其餘各式之中 x 項的係數都為 0。  
 
(3°)利用(2/)式消去  (3/)式中的 y 項係數：  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+⋅
−=−+⋅

=+−

)3.....(18350
)2.....(15120

)1.....(8

/

/

/

zyx
zyx

zyx
 ⎯⎯⎯⎯ →⎯ +−× )3(5)2( //

(L//)：
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++⋅
−=−+⋅

=+−

)3.....(575700
)2.....(15120

)1.....(8

//

//

//

zyx
zyx

zyx
 

在(L//)中(3//)式中 x,y 項的係數為 0，(2//)式中 x 項的係數為 0 

將(3//)×
1

57，得
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+⋅+⋅
−=−+⋅

=+−

)3.....(100
)2.....(15120

)1.....(8

///

///

///

zyx
zyx

zyx
 

由(3///)可解得 z=1，反代入(2///)解得 y=−3，再以 z=1,y=−3 
得出 x=4，故一次方程組的解為 x=4,y=−3,z=1。  
 
回顧前例中解一次方程組的過程，過程中進行了以下幾個動作，而且這些動作

都不會改變原來一次方程組的解。  
 
(1°)對調方程式的位置。  
(2°)將某一方程式等號兩邊乘上一個不為 0 的常數。  
(3°)將某一方程式乘上一個不為 0 的常數，加到另一個方程式。  
 
並且一次用一個方程式去消去其它方程式中特定的未知數，最後可將一次方程
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選擇○1 式，保持不變。 
消去○2 ，○3 兩式中的 x。

組轉化成
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−

=+−

1
1512

8

z
zy
zyx

的形式。  

一般而言，我們利用前面 (1°)(2°)(3°)的動作逐步將一次方程組
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=+−

−=−+

9923
8

232

zyx
zyx

zyx

轉化成一次方程組
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=−

=+−

1
1512

8

z
zy
zyx

的方法，就稱為高斯消去法。  

高斯消去法  
        ( 操作方法  )   ( 說  明  ) 

(A) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

a1 x＋b1 y＋c1 z＝d1   ○1

a2 x＋b2 y＋c2 z＝d2   ○2

a3 x＋b3 y＋c3 z＝d3   ○3
 

(i) 先選擇其中一個方程式，在

運算過程中始終保持不變 
( 如 a1≠0，可選第○1 式不

變 ) 

 

     
 
 

( A1) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

a1 x＋b1 y＋c1 z＝d1  ○1

   b2' y＋c2' z＝d2' ○4

   b3' y＋c3' z＝d3' ○5
 

(ii) 利用○1 與○2 ，○1 與○3 之線性

組合，可消去○2 ，○3 兩式中

的變數 x 化成二元方程組

( 如○4 ，○5 兩式 )。 

 

     

 ○1 ，○4 保持不變。
利用“○4 與○5 ” 
消去○5 式中的 y。  

(iii) 若 b2'≠0，可再選○4 式保持

不變，利用○4 與○5 之線性組

合可消去○5 中的變數 y，將

○5 式化成一元線性方程式

( 如○6 式 )。 

 

(A2) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

a1 x＋b1  y＋c1  z＝d1   ○1

    b2' y＋c2' z＝d2'  ○4

       c3"z＝d3"  ○6
 
(iv) 再由最後的方程組 (A2)依

序解出 z，y，x 的值。  

 
 
一般而言，將方程組(A)經過列運算化簡為方程組(B) 
 

(A) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

3333

2222

1111

dzcybxa
dzcybxa

dzcybxa
⎯⎯ →⎯列運算 (B)

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+
=++

//
3

//
3

/
2

/
2

/
2

1111

dzc
dzcyb
dzcybxa

 

方程組(A)的解(x0 , y0 , z0 )顯然必為方程組(B)的解，而由於三種列運算是可逆

的，即方程組(B)亦可經由列運算化成方程組(A)，所以方程組(B)的解(x1 , y1 , z1)
也是方程組(A)的解，故方程組(A)(B)的解是相同的。因此  
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 ○1 式保持不變。
○1  × (－1 ) 分別加到○2 ，○4 。
○1  × (－3 ) 加到○3 。 

 
任一個線性方程組(A)經「三種列運算」消去某些變數，化成易於求解的上三角

模式(或下三角模式)之線性方程組(B)，則(A)與(B)的解完全相同。 

 

而方程組(B)的解，一般而言比較容易用計算機來求解，這就是為何要用列運算

化成方程組(B)的形式的原因。  
 

(練習3) 設 Li ( x，y，z )＝ai x＋bi y＋ci z，試填      內的符號。  

(A) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

L1 ( x，y，z )＝d1 ○1

L2 ( x，y，z )＝d2 ○2

L3 ( x，y，z )＝d3 ○3
   

 
 

(B) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

L1 ( x，y，z )＝d1            ○1

rL1 ( x，y，z )＋L2 ( x，y，z )＝rd1＋d2     ○2 '
L3 ( x，y，z )＝d3            ○3

。  

在第二章學過：不平行的兩個平面相交成一直線。試問空間兩條直線  

l1：
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

x＋2y＋3z＝5
x＋3y＋4z＝8，與l2：

⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

3x＋2y－3z＝7
  x＋   y＋2z＝2，是否相交？如果相交，  

又如何求l1 與l2 的交點。  
  一般的解法是先求出l1，l2 的參數式，然後再判別它們是否有交點，求  
l1，l2 的參數式也可以用高斯消去法。  
[例題1] 試問：空間兩條直線 

  l1：
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
x＋2y＋3z＝5
x＋3y＋4z＝8。  l2：

⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
3x＋2y－3z＝7
  x＋  y＋2z＝2。 

是否相交，如果相交，請求交點坐標。 

[分析]：l1 與l2 有交點 ⇐⇒ 線性方程組 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

x＋2y＋3z＝5
  x＋3y＋4z＝8
3x＋2y－3z＝7
  x＋  y＋2z＝2

有解。 

[解法]： 
用高斯消去法解線性方程組 
    操作方法              

(A) 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

  x＋2y＋3z＝5    ○1

  x＋3y＋4z＝8    ○2

3x＋2y－3z＝7    ○3

  x＋  y＋2z＝2    ○4

  

 
 
 
 
 

○1  × r＋○2



 

~3−1−6~ 

(A1) 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

x＋2y＋  3z＝5   ○1

   y＋   z＝3   ○5

  －4y－12z＝－8  ○6

  －  y－    z＝－3  ○7

  

    

 ○1 ，○5 保持不變。
○5  × 4 加到○6 。 
○5  × 1 加到○7 。 

 

(A2) 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

 

x＋2y＋3z＝5  ○1

  y＋  z＝3  ○5

   －8z＝4  ○8

    0  ＝0  ○9

  

由方程組 (A2) 求得 z＝－
1
 2  ，代入○5 得 y＝3－z＝

7
 2  ， 

代入○1 得 x＝5－2y－3z＝－
1
 2  ，故直線l1 與l2 相交於一點 (－

1
 2  ，

7
 2  ，－

1
 2   )。 

(練習4) 已知方程組(A)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=−+

4543
1332

102

zyx
zyx

zyx
⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ )(列運算高斯消去法 (B)

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−
=−+

122
195
102

z
zy
zyx

 

試說明方程組(A)代表的幾何意涵。  
Ans：三平面交於一點  

(練習5) 試問空間兩條直線l1：
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

x＋2y＋3z＝5
3x＋2y－3z＝7。l2：

⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

x＋3y＋4z＝8
2x＋y－2z＝4。  

是否相交，若是，求它們的交點。( 用高斯消去法  )。  
Ans：不相交  

(練習6) 平面上四點  (－1，－3 )，( 6，4 )，( 2，6 )，( 7，1 )，是否共圓？若是，

求該圓的方程式。Ans：x2＋y2－4x－2y－20＝0 
 
 
 
 
 

 矩陣與高斯消去法：  
 
 
(1)矩陣的列運算：  
我們使用高斯消去法求解一次方程組，在求解的過程中，運用(1°)(2°)(3°)的動

作，將原方程式變形，整個過程產生的新方程組可以它的增廣矩陣來代替，如

此就把方程組的變形過程轉成增廣矩陣的變形。  
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上面分離係數法中，由方程組(A)之“變數的係數”所形成的矩形格式稱為  
係數矩陣，由“變數的係數及等號右邊的常數”所形成的矩形格式稱為  
增廣矩陣。即  
       方程組   ────→   係數矩陣      增廣矩陣   

(A) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 

1x＋2y－   z＝10
2x＋3y＋3z＝1
3x＋4y＋5z＝4

 ──→ 
⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤1 2 －1

2 3  3
3 4  5

，
⎣
⎢
⎢
⎡
 

1
2
3

 

2
3
4

 
⎪
⎪
⎪
⎪

 
－1
 3
 5

 
⎦
⎥
⎥
⎤

 
10
 1
 4

。  

在增廣矩陣中，為了區隔係數與常數項，可以在常數項的左方加一條鉛直線。  
  “方程組”與“增廣矩陣”之間構成一對一，即每一個方程組對應一個增

廣矩陣；反之，每一個增廣矩陣對應一個方程組。  
 
前面所述的(1°)(2°)(3°)的動作對應在矩陣上的變換，稱為矩陣的基本列運算：  
矩陣的基本列運算：  
(a)第 i 列與第 j 列對調，並用 Rij 表示。  
(b)將第 i 列乘上一個非零常數 r，並用 rRi 表示。  
(c)將第 i 列乘上一個常數 r 加到另一列，並用 rRi+Rj 表示。(第 i 列沒改變) 
 
 
 
 

−
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根據前面的說明：  
任一個線性方程組(A)經「三種列運算」消去某些變數，化成易於求解的上三角

模式(或下三角模式)之線性方程組(B)，則(A)與(B)的解完全相同。 

因此 

矩陣經過基本列運算之後，它們所代表的線性方程組之解完全相同。  

[例題2] 下列那些選項中的矩陣經過一系列的列運算後可以化成
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1100
2110
7321

？ 

(1) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5320
2110
7321

  (2) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

0713
0111
0131

  (3) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

5211
2111
5211

 

(4) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

1222
0111
6312

  (5) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1010
2110
7231

。(2007 學科能力測驗)  Ans：(1)(5) 

 
 
 

[例題3] 試求一個二次函數 f (x)，使得 f (－1 )＝2，f (2)＝1，f (3)＝3。 
[分析]： 
在第一冊學過拉格朗日插值公式，可以依據所予條件，直接寫出二次函數。

此處，我們用待定係數法。 
[解法]： 
設 f (x)＝ax2＋bx＋c，其中 a，b，c 是待定係數。 
由題意 f (－1 )＝2，f (2)＝1，f (3)＝3，列出方程組 

(A) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
1a－1b＋c＝2
4a＋2b＋c＝1
 9a＋3b＋c＝3

，利用方程組(A)之增廣矩陣做列運算： 

⎣
⎢
⎢
⎡
 
1
4
9
 

－1
 2
 3

 
⎪
⎪
⎪
⎪

 
1
1
1

 
⎦
⎥
⎥
⎤

 
2
1
3

 （－4）R1＋R2
 ─────→

（－9）R1＋R3
 
⎣
⎢
⎢
⎡
 
1
0
0
 

－1
 6
  12

 
⎪
⎪
⎪
⎪

 
 1
－3
－8

 
⎦
⎥
⎥
⎤

 
  2
 －7
－15

 (－2)R2＋R3
────→ 

⎣
⎢
⎢
⎡
 
1
0
0
 

－1
 6
 0

 
⎪
⎪
⎪
⎪

 
 1
－3
－8

 
⎦
⎥
⎥
⎤

 
 2
－7
－1

→方程組(B) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
a－  b＋  c＝2
    6b－3c＝－7
     －2c＝－1

。 

故 c＝
1
 2  ，b＝

1
 6   ( 3c－7 )＝－

11
 12  ， a＝2＋b－c＝

7
 12  ， 

即 f (x)＝
7

 12  x2－
11
 12  x＋

1
 2  ＝

1
 12   ( 7x2－11x＋6 )。 



 

~3−1−9~ 

[例題4] (1) 兩個平面 E1：x＋2y＋3z＝4 與 E2：2x－y＋7z＝9 是否相交？ 
   若是，求出它們的交線。 
(2) 承(1)，三個平面 E1，E2 及 E3：x－5y＋4z＝7，是否相交？ 
   若是，求出它們的交點。 
[分析]： 
(1) E1 與 E2 之法向量n1＝( 1，2，3 ) 與n2＝( 2，－1，7 ) 不平行， 
   故平面 E1，E2 必相交於一直線。 
(2) 將 E1 與 E2 之交線 ( 參數方程式 ) 直接代入平面 E3，再解一元方程式”。 
[解法]： 

(1) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
1x＋2y＋3z＝4
2x－  y＋7z＝9之增廣矩陣為⎣

⎡ 
1
2 

 2
－1 ⎪

⎪ 
3
7  ⎦

⎤ 
4
9  

⎣
⎡ 

1
2 

 2
－1 ⎪

⎪ 
3
7  ⎦

⎤ 
4
9  （－2）R1＋R2

──────→⎣
⎡ 

1
0 

 2
－5 ⎪

⎪ 
3
1  ⎦

⎤ 
4
1 → 

⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
x＋2y＋3z＝4
   －5y＋  z＝1                 

○1

○2  

由○2 式，令 y＝t ( t 任意實數 )，則 z＝1＋5y＝1＋5t， 
由○1 式，x＝4－2y－3z＝4－2t－3 ( 1＋5t )＝1－17t。 

故兩平面 E1 與 E2 之交線為l12：

⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
x＝1－17t
y＝0＋1t
z＝1＋5t，t∈R

。 

(2) 將 E1 與 E2 交線l12 的參數式代入平面 E3 的方程式 
( 1－17t )－5 (t)＋4 ( 1＋5t )＝7 
⇒－2t＝2 ( t 有一解，此三個平面交於一個點 ) 
⇒ t＝－1 代回交線l12， 
得 x＝18，y＝－1，z＝－4， 
故三個平面 E1，E2，E3 交於一點 ( 18，－1，－4 )。 

[例題5] 利用增廣矩陣的列運算，求方程組之解： 

(1)
2 4

2 2 1
5 3 6 6

x y z
x y z
x y z

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

－ ＋ ＝

－ ＋ ＝

－ ＋ ＝

 (2)

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
=+−
=+−−
=+−+

7739
4437
13
222

uzyx
uzx
uzyx
uzyx

 

[解法]： 

(1)
1 1 2 4
2 1 2 1
5 3 6 6

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

－

－

－

→
1 1 2 4
0 1 2 7
0 2 4 14

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

－

－ －

－ －

→
1 1 2 4
0 1 2 7
0 0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

－

－ －

 

  ⇒
2 4

2 7
x y z
y z

⎧
⎨
⎩

－ ＋ ＝

－ ＝－
，故令 tz = ，得其解為

3
7 2

x
y t
z t

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

＝－

＝－ ＋

＝

,t∈R， 

  所以方程組有無限多解。 
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(2)

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−

−

→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−
−

−
−−
−−

−

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−
−
−−
−

5
0
0
7
4

5270
0000
0000
7
4

7
301

5
10
5

2

5270
104140
5270

2121

7
4
1
2

7391
4307
1113
2121

 

故令 tusz == , 時，得其解為 

4 3 4
7 7 7
5 2 5
7 7 7

x s t

y s t

z s
u t

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎨
⎪

=⎪
⎪ =⎩

＋ －

＋ －

 

（s﹐t∈R）。 

[例題6] 求方程組之解：
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++−
=++−
=+++

47574
732
342

uzyx
uzyx
uzyx

 

[解法]： 
1 2 4 1 3
2 1 1 3 7
4 7 5 7 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

－

－ －

→
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

16321150
11750
31421

－

－－ →
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

190000
11750
31421

－－  

此增廣矩陣相當於
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+−−
=+++

190
175
342

uzy
uzyx

不合理，故無解。 

高斯消去法判斷三元一次方程組解的情形：  
根據前面的例子，一般三元一次方程組(含三個方程式)的增廣矩陣經過列運算

之後，最後所得的矩陣，可有下列三種情形：(*可以是任意數字) 

(a)形如

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

*00
**0
***

c
b

a
的矩陣，其中 a,b,c 都不為 0，，  

  此時原方程組恰有一組解。  
 

(b)形如

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

d
b

a

000
**0
***

或

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

d
b

a

000
*00
***

或

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

d

a

000
*000
***

的矩陣，  

   其中 a,b,d 都不為 0，此時方程組無解。  

(c)形如

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0000
**0
***

b
a

或

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0000
*00
***

b
a

的矩陣，  

   其中 a,b 都不為 0，   此時方程式有無限多解。  
使用矩陣的列運算來求解一次聯立方程組，雖然過程用人工來計算看起來並沒
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有比較簡便，不過這是一個有程序的方法，因此適合用計算機來求解，尤其是

一般的 n 元一次線性方程組(m 個方程式)，這也是發展並介紹高斯消去法(矩陣

列運算)的主要目的。  
 
[例題7] 試就實數 a 之值，討論方程組(L)的解，並說明所表三平面相交情形：

(L)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

2)14(4
253
432

2 ＋＝－＋＋

＝＋－

＝－＋

azayx
zyx
zyx

 

[解法]：

將方程組的增廣矩陣作列運算如下： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

+⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

)2(
2
4

)14(14
513
321

2 aa
⎯⎯⎯⎯ →⎯ +−×

+−×
31
21

)4(
)3(

RR
RR

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−
−

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−

)14(
10
4

)2(70
1470

321

2 aa  

⎯⎯⎯⎯ →⎯ +−× 32 )1( RR

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−
−

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

)4(
10
4

)16(00
1470

321

2 aa

 
(1)當 a＝4 時，方程組(L)變形為

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −

00
10147
432

＝

＝－＋－

＝＋

zy
zyx

  

∴有無限多解， 

  解為 tztytx ＝＋＝－＝ ,2
7

10,
7
8

，t∈R，此時，三平面恰交一直線。 

(2)當 a＝－4 時，由矩陣第三列知 0＝－8。 
  ∴無解，此時，三平面兩兩相交於一直線且三線不共點。 

(3)當 4≠a 且 4−≠a 時，方程組(L)變形為
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −+

)4()16(
10147
432

2 －＝－

＝－＋－

＝

aza
zy

zyx
 

  解得 x＝
4

1
7
8

＋
－

a
，y＝

4
2

7
10

＋
＋

a
，z＝

4
1
＋a

，此時，三平面恰交一點。
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[例題8] 設 a,b,c 為實數，考慮線性方程組
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
−=++

=++

czyx
bzyx
azyx

7102
143

12
，試求： 

(1)若方程組恰有一組解，則 a,b,c 的條件為何？ 
(2)若方程組無解，則 a,b,c 的條件為何？ 
(3)若方程組無限多解，則 a,b,c 的條件為何？ 
Ans：(1)−11a+3b+7≠0  (2) −11a+3b+7=0，c−14≠0  (3) −11a+3b+7=0，c−14=0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(練習7) 利用矩陣的列運算，求聯立方程式
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−−
=−+

13935
542
072

zyx
zyx
zyx

的解。  

Ans：x=2+3t,y=−1+2t,z=t，t 為實數  

(練習8) 方程組
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
+=+

=−

ayx
ayx

ayx

445
354

923
 恰有一組解，試求 a 的值與方程組的解。  

Ans：a=2，x=4,y=−3 

(練習9) 利用增廣矩陣的列運算，求下列方程組的解。  
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(1)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−

=+−

6635
122
42

zyx
zyx

zyx
  (2)

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
−=+−

=+−

283
1482

024

zyx
zyx
zyx

  

Ans：(1) tztyx =+−=−= ,27,3  (2)無解  

(練習10) 試求 a 的值使方程組
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
+=−+

=++

azyx
azyx

azyx

12
133

3
有解。Ans：a=

3
2 

(練習11) 求方程組之解：

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

10224
1645

72
52

＝－＋

＝＋＋

＝＋＋

＝－＋

zyx
zyx

zyx
zyx

 
[答案]：x＝t＋1，y＝－t＋3，z＝t，t∈R 
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綜合練習  

(1) 用高斯消去法解下列線性方程組，並說明各方程組對應的幾何意涵。 

(a) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
x＋2y＋3z＝5
2x＋3y＋4z＝7
3x－4y＋5z＝17

。(b) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
x＋2y＋3z＝5
2x＋3y＋4z＝7
x＋3y＋5z＝8

。(c) 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
 
x＋2y＋3z＝5
2x＋3y＋4z＝7
3x－y－5z＝4

。 

(2) 下列哪些增廣矩陣所代表的一次聯立方程組恰有一組解？ 

(1)
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

4100
3010
2001

  (2) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0300
0020
0001

  (3) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2100
3210
4321

 

(4) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5000
1234
4321

  (5) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0000
1234
4321

。 

(3) 下列哪些選項中的矩陣經過一系列的列運算後可以化成

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

1100
0110
1321

 

(1) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−

0335
0112
0111

  (2) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

1320
0110
1321

   (3) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

5211
2111
5211

 

(4) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

1222
0111
6312

  (5) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1010
2110
7321

。 

(4) 已知矩陣

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−−

6523
6312
4231

經過列運算，得

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−−

b
a

100
110

4231
， 

試求 a,b 之值。 

(5) 對矩陣 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
b
a

73
94

作列運算若干次後得到 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
110
101

，則(a,b)=       。 

(2009 指定甲) 

(6) 利用增廣矩陣的列運算解下列方程組： 

(a)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=−+−
=+−+

13743
432
72

uzyx
uzyx
uzyx

  (b)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=−+

=+−

623
332

532

zyx
zyx
zyx

 

(7) 試找出方程組
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−−
=++

czyx
bzx
azyx

53
2

2
有解的充要條件。 
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(8) 在平面上，下列四點是否在同一個圓上？ 
A (－4，2 )，B ( 1，－3 )，C ( 4，6 )，D (－3，5 )。 
如果是共圓，求出此圓的方程式 x2＋y2＋ax＋by＋c＝0。 

(9) 用“待定係數法”，找出一個二次函數 f (x)，使其圖形通過 
A ( 1，－2 )，B (－1，22 )，C ( 2，－5 ) 三點。 

(10) 試討論
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=−+

23
332

1

zayx
azyx
zyx

之解。 



 

~3−1−16~ 

 

綜合練習解答 

(1) (a)三平面交於一點(1,−1,2)  (b)三平面交於一直線
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+−=

tz
ty
tx

23
1

，t 為實數  

  (c)三平面沒交點  

(2) (1)(2)(3) 
(3) (2) 
(4) a=2、b=1 

(5) (13,10) 

(6) (a)(x,y,z)=(−s+ t
5+3,s−

3
5t+2,s,t)  (b)(x,y,z)=(1,1,2) 

(7) 3a+b=c 

(8) x2+y2−2x−4y−20=0 

(9) f(x)=3x2−12x+7 

(10) (1) 2≠a 且 3−≠a ，唯一解， ( ) )
3

1,
3

1,1(,,
++

=
aa

zyx ；  

   (2)a＝－3，無解；  
   (3)a＝2，無限多解，解為 Rtttt ∈− ),,41,5( 。  


